Numeros Inteiros e Criptografia, 2020.2

Lista de Exercicios 6

Submeta as solugoes das questoes marcadas com *
até 27 de maio as 18:00 salvando um arquivo na sua pasta no
Google Drivet

*Questao 1. Dado um numero natural & > 0, vamos chamar de primos k-
gémeos os nameros primos que estao a distancia k um do outro. Por exemplo,
para k =2 temos 3 & 5, 5 & 7, 11 & 13, etc., para k = 4 temos 3 & 7, 7 & 11,
13 & 17, etc.

Faca uma fungao em python que receba dois naturais k e limite e retorne
a lista de todos os pares de primos k-gémeos que existem até (incluindo, se for
0 caso) o limite.

Para receber a pontuagao maxima, sua funcao deve funcionar em tempo
razoavel (no méaximo alguns segundos no Google Colab) pelo menos para limite
com até 5 algarismos.

Questao 2 (Reescrevendo expressoes). Em matemaética, o uso de reticéncias
(i.e., “--7 ou “...”) em expressOes é bastante comum; por exemplo, a fun¢ao

f:N — N dada por
f(n) = a soma dos n primeiros niimeros naturais
é comumente escrita da forma
f(n)=14+2+3+---+(n—1). (%)

Entretanto, o uso de reticéncias pode causar problemas de incerteza e ambigui-
dade, pois assume que o leitor sera capaz de deduzir o conteido ocultado pelas
reticéncias, o que pode nao ser imediato. De fato, é bem questionavel deduzir o
valor “correto” de f(0) a partir da expressao (x). (O valor que funciona melhor,
e que se usa por convengao, é f(0) =0.)

Em geral, o uso de reticéncias esconde uma defini¢ao recursiva; oficialmente
a funcao f acima é definida por

f(0)=0
fn)=f(n—1)+(n—1), paran>0.

Em cada item abaixo, reescreva a expressao que define g : N — N de forma
recursiva, sem o uso de reticéncias (nem de somatdrios, produtdrios ou afins).
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fLink recebido por email em 1/4/2021. A pasta tem um nome similar a <seu nome>
- Cripto 2020.2 - Submissdes e Feedback; em caso de qualquer duvida entre em contato
com o professor.



a. gn)=124+22+...+(n—1)32

c.gln)=13+23+...+(n—-1)>3

e. g(n)=2-4-6---(2n)

*f. g(n)=2-3-5-7-11-13-17---p,, onde p, é o n-ésimo primo (veja a
Questao 8 para mais detalhes). (Vocé pode usar a expressao p, na definigdo
recursiva de g.)

*g.g(n)=2-3-5-7-11-13-17---p, onde p é o maior primo tal que p < n.
(Logo ¢(3) = 6 = g(4), por exemplo. Qual deve ser a defini¢ao do caso base
9(0) para que a defini¢do recursiva funcione bem?)

Questao 3. Prove que

n(n+1)(2n+1)
6 )

a. 12422 4+... 402 = para todo natural n.

*b. 1+3+5+---+(2n+1) = (n+1)2, para todo natural n. (Dica: Reescreva
o lado esquerdo da igualdade de forma recursiva, para depois facilitar a sua
proval)

c. P42 4. ppd=nitl)?

, para todo natural n.
d. n? < 2", para todo natural n > 5.
e. n? < n!, para todo natural n > 4.

f. n? —n é divisivel por 3, para todo natural n.

* g. mdc(F(n), F(n 4+ 1)) = 1, para todo natural n, onde F(n) é o n-ésimo
numero de Fibonacci.

h. 3"*! — 2 ¢ impar, para todo natural n.

*Questao 4. Encontre uma féormula fechada (i.e., uma férmula nao-recursiva
e que ndo use reticéncias, somatorios ou produtérios) para a seguinte expressao
(em funcao de n) e depois prove (por inducao) que a formula encontrada esta
correta para todo natural n:
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Questao 5. Seja f: N — N uma fungao definida recursivamente:

f(0)=3
fB)y=7-f(k—1) sek>2

Prove que f(n) =3 - 7" para todos os naturais n.



Questao 6. Seja g : N — N uma fun¢io definida recursivamente:

1
g(1)=3
gk—2)+2-g(k—1) sek>3

Prove que g(n) é impar para todos os naturais n.

*Questao 7. Sao dadas 3" moedas de um real, uma das quais foi adulterada
e pesa menos do que devia. Vocé tem uma balanca de dois pratos mas nao tem
pesos; a unica forma de pesagem permitida consiste em por algumas moedas em
cada prato e verificar se a balanca esté equilibrada. Mostre, por inducao, que
n pesagens deste tipo s@o suficientes para achar a moeda adulterada.

Questao 8. Vamos denotar o n-ésimo primo por p,, comecando a contagem
em n = 0. Assim pg = 2, p1 = 3, po =5, etc. O objetivo ao final desta questao
é achar um limite superior para o n-ésimo primo em fungao de n.

ndamero natural maior ou igual a 2, logo tem algum fator primo)

* a. Mostre que ppy1 < (po-p1--pn) + 1. (Dica: (po-p1---pn)+ 1€ um

* b. Use indugao e o item anterior para mostrar que o n-ésimo nimero primo
satisfaz a desigualdade p, < 2(2").

Questao 9. Prove que qualquer niimero natural n > 8 pode ser escrito como
uma soma onde todas as parcelas sdo 3 ou 5 (por exemplo, 11 = 3 + 3 + 5).



