Ntumeros Inteiros e Criptografia, PLE 2020

Lista de Exercicios 2

Submeta as solugoes das questoes marcadas com *
até 8 de setembro as 8:00 salvando um arquivo na sua pasta no
Google Drive (link recebido por email em 1° de setembro)?

Justifique todas as questoes.

Questao 1. Sejam X e Y conjuntos. Prove as seguintes afirmagoes.
a. Nao é possivel que ambos X C Y e Y C X sejam verdadeiros.
b. Se X CY, entao p(X) C p(Y).

*c. Temos X CY sse XU(YNZ)=(XUZ)nY.

*Questao 2. Se A, B,C C X sdo conjuntos tais que ANB=ANC e (X
A)NB=(X~A)NC, entao B=C.

Questao 3. Exiba conjuntos X e Y, com X # &, tais que ambos X € Y e
X CY sejam verdadeiros.

Questao 4. Sejam X e Y conjuntos. Prove ou dé um contra-exemplo para
cada uma das afirmagdes abaixo:

a. p(XNY)=p(X)Np).

b. p(XUY) =p(X)Up(Y).

c. Para qualquer conjunto Z, temos Z € p(X) sse p(Z) C p(X).

Questao 5. Sejam X, Y e Z conjuntos. Prove cada uma das afirmagdes abaixo.
*a. XCYNZsse ( XCYeXC2Z).

b. XUYCZsse (X CZeY C2Z).

¥*e. X CYsse XUY =Y sse XNY = X (Atencdo! Aqui temos duas
afirmacgoes separadas, uma para cada sse.)

d. oCX
e. Se X,Y C Z,entdo: [X CY sse (Z\Y)C (Z\X)]

Questao 6. Dé um exemplo de uma relagdo ndo-vazia no conjunto {a, b, c,d, e}
que tenha as seguintes propriedades (ou informe se néo for possivel):

TA pasta tem um nome similar a Cripto - Submissdes e Feedback - <seu nome aqui>;
em caso de qualquer duvida entre em contato com os professores.



a. simétrica e transitiva

b. simétrica e nao-transitiva

c. reflexiva, ndo-simétrica e transitiva

d. reflexiva, ndo-simétrica e nao-transitiva

* e. reflexiva, simétrica e nao-transitiva

Questao 7. Para cada item abaixo, dé um exemplo de uma relagao que nao é:
a. associativa

b. reflexiva

c. transitiva

Questao 8. Desenhe o diagrama da relacao de inclusao do conjunto de sub-
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conjuntos de {“6culos”, “sorrindo”, “chapéu”, “barba’}.

Questao 9. Desenhe o diagrama da relagao de divisibilidade dos ntimeros de 0
a 19.

Questao 10. Informalmente, determine se as relagbes abaixo, definidas no con-
junto de todas as pessoas do mundo, sao ou nao de cada um desses tipos: refle-
xivas, simétricas e/ou transitivas.

a. {(a,
b. {(a,
c. {(

d. {(a,
e. {(a,

Questao 11. Diremos que dois nimeros inteiros “estao proximos” entre si sse o
valor absoluto da diferenga entre eles for menor ou igual a 2. Por exemplo, 3 estéa
proximo de 5, 10 esta proximo de 9, mas 8 nao esta proximo de 4. Representemos
por R esta relagao.

| @ é mais alto do que b}
| @ nasceu no mesmo dia que b}

b)
b)

a,b) | a é parente de b}
b) | a & antepassado de b}
b)

| @ conhece (sabe quem &) b}

* a. Dé a defini¢do de R em notacdo de construgao de conjuntos {...|...}.
* b. Prove ou refute: R é reflexiva.

* ¢. Prove ou refute: R é simétrica.

* d. Prove ou refute: R é transitiva.

Questao 12. Prove que (para todos os ntimeros naturais):
max(a,b) + min(a,b) = a + b.

*Questao 13. Sejam xz1, T2, T3 e T4 numeros naturais. Prove o seguinte
teorema: se x1 + o +x3+ x4 < 4,entaoxr; <louzs <louzz<louxy <I1.



Questao 14. Escreva a func@o de valor absoluto usando somente a fungao de
maximo.

Questao 15. Sejam A = {1,2,3,4} e B = {5,6,7,8}. Seja g a relacao de A
em B definida assim: g = {(1,8),(2,5),(3,6),(?,?)}. Para cada item abaixo,
proponha uma forma de substituir as duas interrogagoes, de modo a tornar
verdadeira cada afirmagao abaixo:

a. A relagdo g ndo é uma fungao
b. A relagdo g é uma fungdo de A em B, mas néo é injetiva
c. A relagao é uma bijecao (fungao bijetiva) de A em B

Questao 16. Considerando que A = {0,1,2} em B = {0,1,2, 3,4}, liste os
pares ordenados das relacoes de A em B descritas abaixo.

a. R={(a,b) |a =0}
b. R={(a,b) | a < b}
c. R={(a,b)|a+b=4}

Questao 17. Como podemos formalizar na linguagem de conjuntos a relagao
entre o conjunto de CPFs dos brasileiros e o conjunto de brasileiros. A relagao
que vocé formalizou é uma funcao? E deterministica? E total? E sobrejetiva?
E injetiva?

Questao 18. A fungdo f : N — N é definida como f(z) = quantidade de
ntmeros naturais que dividem z. Por exemplo, f(6) = 4 porque 1,2,3,6 sdo
todos os naturais que dividem 6.

a. f é injetiva?
b. f sobrejetiva?

Questao 19. Sejam A = {1,2,3} e B = {4,5}. Escreva todas as fungoes
f: A — B possiveis. Diga quais s&o injetivas e quais sdo sobrejetivas, se houver
alguma. Suponha agora que A tem n elementos e B tem m elementos. Quantas
fungoes teriamos nesse caso?

Questao 20. Considere a fungdo f : ZT (ntimeros inteiros positivos)— Z defi-
nida abaixo:
f(x) = § sex for par e f(x) = _(2_1) se x for impar

* a. Prove que f é injetiva. (Dica: faga uma prova em quatro casos considerando
as possiveis paridades dos elementos do dominio).

* b. Prove que f é sobrejetiva. (Dica: faga uma prova por casos, considerando
os sinais do elemento do contradominio).



