Ntumeros Inteiros e Criptografia, PLE 2020

Lista de Exercicios 6

Submeta as solugoes das questoes marcadas com *
até 9 de outubro as 18:00 salvando um arquivo na sua pasta no
Google Drive'

Justifique todas as questoes.
*Questao 1. Considere as seguintes fungoes definidas para n natural:

e w(n) = namero de fatores primos de n distintos.

Q(n) = namero de fatores primos de n contando todas as repeti¢ioes!
e d(n) = namero de divisores positivos de n
S(

n) = soma dos divisores positivos de n

° (TL) 123456789

j(n) = 123456789 - n

Exemplos de valores das fungoes w, €2, d, S estdo dados na tabela abaixo:

’ n H fatoragdo em primos ‘ w(n) ‘ Q(n) ‘ divisores ‘ d(n) ‘ S(n) ‘
1 — 0 0 1 1 1
2 2 1 1 1,2 2 3
3 3 1 1 1,3 2 4
4 22 1 2 1,2 4 3 7
8 93 1 3 1,2, 4,8 4 | 15
15 3.5 2 2 1,35 15 4 | 24
120 23.3.5 3 5 1,2,3,4,5,6, 8, 10, 12, 16 | 360
15, 20, 24, 30, 40, 60, 120

Dizemos que uma fungao f: N — N é:
e aditiva se, para todos n,m € N~ {0}:

se mdc(n,m) =1 entdo f(n-m) = f(n)+ f(m).

e completamente aditiva se, para todos n,m € N~ {0}:

f(n-m) = f(n)+ f(m).

fLink recebido por email em 1/9/2020 ou 17/9/2020. A pasta tem um nome similar
a Cripto - Submissdes e Feedback - <seu nome>; em caso de qualquer duvida entre em
contato com os professores.




o multiplicativa se, para todos n,m € N~ {0}:

se mdc(n,m) =1 entdo f(n-m) = f(n)- f(m).

e completamente multiplicativa se, para todos n,m € N~ {0}:
fn-m) = f(n)- f(m).

Para cada uma das fungoes w, €2, d, S, h e j definidas acima, e para cada
uma das propriedades aditiva, completamente aditiva, multiplicativa e comple-
tamente multiplicativa, diga se a fungao tem a propriedade ou nao, provando
cada caso positivo e dando um contra-exemplo para cada caso negativo. (Dica:
poupe um pouco do seu trabalho notando que uma fungao ser completamente
aditiva ja implica que ela seja aditiva [qual a contrapositiva dessa implicacao?],
e analogamente para completamente multiplicativa e multiplicativa.)

Questao 2 (Infinitude dos primos). Em sala, definimos a funcao primorial que,
para um dado primo p, é definida por

p#*=2.3.5.-7-11---p

= o produto de todos os primos menores ou iguais a p.

Também em sala, provamos que todos os fatores primos de p# + 1 sdo estrita-
mente maiores do que p.
Agora vamos estender a fung@o primorial para todos os naturais, fazendo:

n# =1, sen < 2
n# = o produto de todos os primos de 2 até n, sen > 2

* a. Prove que, para todos naturais n e p, se p é primo e p < n, entdo p nao
divide n# + 1.

* b. Use o item anterior para provar a infinitude dos primos na seguinte forma:
para todo natural n, existe um primo p > n.

Questao 3. Considere as oito fungoes abaixo. Em cada uma, as entradas e



saidas sao sempre ntimero naturais.

fi(n,0) =n
filn,m) = filn,m—1)+1, sem>0

fa(n,m) = fs(n—1,m)+1, sen>0
faln,m) = fa(n,m—1)-n, sem >0

fs(n,m) =1, sem>1& mdivide n & Vk € N(k <m — f5(n,k) =0)

fs(n,m) =0, nos outros casos

fe(n,m) =0 sem <n

fe(n,m) = fe(n,m —n) + 1, nos outros casos

fr(n,m) =0, se 7 nao divide n ou 7 nao divide m
fr(n,m) = fz(n/7,m/7) + 1, nos outros casos

{
{
{
{f5(n,m) 0, sem<1
{
{

fa(n,m) = nfsm=1 " som >0

a. Determine os valores abaixo, exibindo as contas ao longo do caminho até
determinar a resposta:

(i) f1(5,4)
(i) f2(5,4
(iii) f5(5,24)
(iv) fa(4,4)
(v) f5(35,5)
(vi) f5(35,7)
(
(
(

)
(Vii) f6 4,30)
(viil) f7(28,70)
)

(iX fg 2, 4)



* b. Para cada uma das sete funcoes g; abaixo, definidas sem uso de recursao,
encontre alguma das funcoes f; acima tal que g; = f;. (Novamente, as entradas
e saidas das fungbes g; sdo sempre nimeros naturais.) Vocé ndo precisa provar
formalmente que g; = f;, mas deve dar um argumento informal e intuitivo para
justificar por que g; = f; € verdade.

g1(n,m) = o expoente de 7 na fatoragdo por primos de mdc(n,m)
g2(n,m) =n

g3(n,m) =nxm

g4(n7 m) = {

gs(n,m) = o quociente da divisdo inteira de m por n

1, se m é o menor niimero maior do que 1 que divide n

0, caso contrario

ge(n,m)=n-+m

gr(n,m)=n"



