Nimeros Inteiros e Criptografia 2022.17

Lista de Exercicios 2

Entregar as solugdes das questoes assinaladas com *
até 2/6 no comego da aula.

A entrega pode ser feita em pessoa ou digitalmente por email para
hugonobrega@ic.ufrj.br

Lista atualizada em 25/5, alterando o enunciado da Questao 2(b)

Questao 1. Mostre que para quaisquer inteiros a, b, ¢ temos
(cla e c]|b) sse ¢ | mde(a, b).
(Dica. Use o Teorema de Bézout!)

Questao 2. Em um futuro distante, o presidente do Brasil é um excéntrico
que decide mudar o sistema monetario. Por questoes de numerologia, no novo
sistema ha apenas dois valores de moedas: a moeda de 2022 “dinheiro$” e a de
2310 “dinheiro$”. Apenas o pagamento em dinheiro “vivo” (com possivel troco)
é permitido (ou seja, nao hé cartdo, “pix” nem nada similar).

* a. Neste futuro distante, Fulano (que tem todo o dinheiro do mundo) vai
a padaria comprar uma coxinha que custa 12 “dinheiro$”. Mostre que Fulano
consegue comprar sua coxinha, assumindo que Fulano e a padaria tenham acesso
a todas as moedas de que precisarem.

* b. Mostre que ¢ impossivel Fulano comprar uma casa que custe exatamente
32132132132132 “dinheiro$”, mesmo que Fulano e o vendedor tenham acesso a
qualquer quantidade de moedas de “dinheiro$” que quiserem.

Questao 3. Determine se existem naturais z, y, z > 0 que satisfacam a equagao
3% . 5%.39Y = 195°.
Questao 4.

a. Seja k > 2 um natural. Mostre que todos os nameros k!+2, k!+3,... kl+k
sao compostos.

b. Refute a seguinte conjectura sobre a “densidade” dos primos:

“existe um natural m tal que, dentre quaisquer m naturais consecutivos,
sempre ha pelo menos um primo”.

TEm qualquer solugdo de exercicio, vocé pode usar tudo o que foi visto em sala ou os
enunciados de outros exercicios de qualquer lista, desde que cite claramente o resultado que
est4 usando e desde que vocé nao crie dependéncias circulares entre os exercicios! Se vocé
citar um exercicio da lista atual que nao resolveu, ganhara apenas alguma pontuagao parcial.



*Questao 5. Sejam by e by naturais primos entre si. Mostre que para qualquer
d € N, temos: d é um divisor de b1y sse d = mde(d,b;) - mde(d,bs).

*Questao 6. Considere as seguintes fungoes definidas para naturais positivos:

e w(n) = namero de fatores primos de n distintos.

Q(n) = namero de fatores primos de n contando todas as repeti¢oes!
e d(n) = quantidade de divisores naturais de n.

e S(n) = soma dos divisores naturais de n.

e X(n)=n'?3

e Y(n)=1234-n

(A letra w se chama “dmega minisculo” e a letra  se chama “6mega maiisculo”.)
Exemplos de valores das fungoes w, €1, d, S estao dados na tabela abaixo:

’ n H fatoracdo em primos ‘ w(n) ‘ Q(n) ‘ divisores naturais ‘ d(n) ‘ S(n) ‘
1 — 0 0 1 1 1
2 2 1 1 1,2 2 3
3 3 1 1 1,3 2 4
4 92 1 2 1,2, 4 3 7
8 23 1 3 1,2,4,8 4 15
15 3.5 2 2 1,3, 5 15 4 | 24
120 25.3.5 3 5 | 1,234,568 10,12, | 16 | 360
15, 20, 24, 30, 40, 60, 120

Dizemos que uma fungao f: N — N é:
e aditiva se, para todos n,m € N\ {0}:

se mdc(n,m) =1 entdo f(n-m) = f(n)+ f(m).
e completamente aditiva se, para todos n,m € N\ {0}:
fln-m) = f(n)+ f(m).
e multiplicativa se, para todos n,m € N~ {0}:
se mdc(n,m) =1 entdo f(n-m) = f(n)- f(m).

e completamente multiplicativa se, para todos n,m € N~ {0}:
fn-m)=f(n)- f(m).

Para cada uma das fungoes w, €2, d, S, X e Y definidas acima, e para cada
uma das propriedades aditiva, completamente aditiva, multiplicativa e comple-
tamente multiplicativa, diga se a fungao tem a propriedade ou nao, provando
cada caso positivo e dando um contra-exemplo para cada caso negativo. (Dica:
poupe um bocado do seu trabalho: argumente que uma funcao ser completa-
mente aditiva ja implica que ela seja aditiva [também use a contrapositiva dessa
implicagao!], e analogamente para completamente multiplicativa e multiplicativa.
Em um dos itens, pode ser ttil usar a Questao 5 acima.)



