Nimeros Inteiros e Criptografia 2022.17

Lista de Exercicios 3

Entregar as solugoes das questoes assinaladas com *
até 12/7 no comego da aula.

Questao 1 (Reescrevendo expressoes). Em matematica, o uso de reticéncias
(i.e., -7 ou “...") em expressoes ¢ bastante comum; por exemplo, a fungao

f N — N dada por
f(n) = asoma dos n primeiros nimeros naturais
é comumente escrita da forma
fn)=04+1+24+3+---+(n—-1). (%)

Entretanto, o uso de reticéncias pode causar problemas de incerteza e ambigui-
dade, pois assume que o leitor serd capaz de deduzir o contetido ocultado pelas
reticéncias, o que pode nao ser imediato. De fato, é bem questionavel deduzir o
valor “correto” de f(0) a partir da expressao (x). (O valor que funciona melhor,
e que se usa por convencao, ¢ f(0) =0.)

Em geral, o uso de reticéncias esconde uma definicao recursiva; oficialmente
a funcao f acima é definida por

{f(O) =0

fn)=f(n—-1)+(n—-1), paran>0.

Em cada item abaixo, reescreva a expressao que define g : N — N de forma
recursiva, sem o uso de reticéncias (nem de somatdrios, produtorios ou afins).

a. gn)=02+12+22+... 4 (n—1)32
*b. gln)=14+34+5+---4+(2n—1)
c. gln)=0*+134+2%+...+ (n—1)3
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e. g(n)=2-4-6---(2n)

*f. gln)=2-3-5-7-11-13-17---p,, onde p,, é o n-ésimo primo (veja a
Questao 7 para mais detalhes). Vocé pode usar a expressdo “p,” na definigdo
recursiva de g.

TEm qualquer solugdo de exercicio, vocé pode usar tudo o que foi visto em sala ou os
enunciados de outros exercicios de qualquer avaliacao, desde que cite claramente o resultado
que esta usando e desde que vocé nao crie dependéncias circulares entre os exercicios! Se vocé
citar um exercicio da lista atual que nao resolveu, ganhara apenas alguma pontuagao parcial.



*g.g(n)=2-3-5-7-11-13-17---p, onde p é o maior primo tal que p < n.
Vocé pode usar expressoes do tipo “a é primo” na defini¢do recursiva de g. (Por
exemplo, temos g(3) = 6 = g(4). Qual deve ser a defini¢do do caso base g(0)
para que a definigdo recursiva funcione bem?)

Questao 2. Prove por indugao que

a. 124224 4n?= %, para todo natural n.

b. 3+224+...4n3 = W, para todo natural n.
c. n?< 2", para todo natural n > 5.

d. n? < n!, para todo natural n > 4.

e. 3"t1 — 2 ¢ fmpar, para todo natural n.

*Questao 3. Encontre uma féormula fechada (i.e., uma féormula ndo-recursiva

e que nao use reticéncias, somatorios ou produtorios) para a seguinte expressao

(em func@o de n) e depois prove (por indugdo) que a féormula encontrada esta

correta para todo natural n:
1

+

1 1
1-2  2-3

(n+1)(n+2)

Questao 4. Seja g : N — N uma fungao definida recursivamente:

11, sen=0
3, sen=1
g(”T*l—l)+g(n*1)+17 se n > 2 é impar

2-9(5-1)+3-g9g(n—2), sen>2¢épar

g(n) =

a. Justifique por que essa definigdo recursiva “funciona”; i.e, estd bem feita.
b. Prove por inducéo que g(n) é impar para todos os naturais n.

Questao 5. Seja f : N — N uma funcao qualquer satisfazendo que para todo
natural n > 0 temos f(n) < n. Seja também ¢ : N — N uma fungdo definida

recursivamente:
(n) = 100, sen=20
T =200 _ 1, sen > 0.

a. Justifique por que essa defini¢ao recursiva “funciona”, i.e, esta bem feita.
* b. Prove por indugéo que g(n) é composto, para todos os naturais n.

Questao 6. Sao dadas 3" moedas de um real, uma das quais foi adulterada e
pesa menos do que devia. Vocé tem uma balanga de dois pratos mas nao tem
pesos; a unica forma de pesagem permitida consiste em por algumas moedas em
cada prato e verificar se a balanga esta equilibrada. Mostre, por indugao, que n
pesagens deste tipo sao suficientes para achar a moeda adulterada, sendo n um
natural qualquer.

Questao 7. Vamos denotar o n-ésimo primo por p,, comecando a contagem
em n = 0. Assim pg = 2, p; = 3, po = 5, etc. O objetivo ao final desta questao
é achar um limite superior para o n-ésimo primo em fung¢ao de n.



* a. Mostre que pp41 < (po-p1 P2 Pn) + 1. (Dica: (po-p1-p2---pn)+16€
um ntimero natural maior ou igual a 2, logo tem algum fator primo)

n
* b. Mostre por inducio que para todo n € N temos Z 2t = ontl _ 1.
i=0
* ¢. Use indugao e os itens anteriores para mostrar que o n-ésimo nimero primo
satisfaz a desigualdade p, < 2(2").

Questao 8. Prove, por indugao, que qualquer nimero natural n > 8 pode ser
escrito como uma soma onde todas as parcelas sdo 3 ou 5 (por exemplo, 11 = 3
+ 3+ 5).

*Questao 9 (Jogo — cobrindo tabuleiros). Sejan € N e considere um tabuleiro
quadrado subdividido em 22" = 4™ quadrados. Em outras palavras, o tabuleiro
inteiro é um “quadradao” com lado 2™ “quadradinhos”. Considere o seguinte jogo:
primeiramente um quadrado @ do tabuleiro é escolhido por seu pior inimigo.
Em seguida, usando apenas pegas que cobrem 3 quadradinhos em formato “L”,
0 seu objetivo como jogador é cobrir o tabuleiro todo exceto pelo quadrado @,
que deve permanecer descoberto.

(Veja um possivel estagio intermediario do “jogo” para o caso n = 4 na
Figura 1 abaixo — nao h& nenhuma garantia sobre esse estagio intermediario
ser bom ou ruim para se obter uma solugéo finall)

Prove, por indugao, que esse jogo pode ser vencido para qualquer
n € N e qualquer escolha do quadrado Q.

Dica: Para que o método de inducao seja ttil, vocé deve conseguir expressar
a solucdo para o tabuleiro de tamanho 22 em funcéo de solucdes para tabuleiros
mais simples em algum sentido. Lembre-se que os ntimeros da forma 22" com
n > 0 sempre podem ser dividos por 4.

Figura 1: Um tabuleiro com n = 4, quadrado ) exibido em preto, e duas pegas
em “L” dispostas sobre o tabuleiro. As linhas tracejadas sdo apenas para facilitar
a visualizagao.



