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2022.2

Lista de Exercicios 4f

Entregar as solugoes das questoes assinaladas com *
até 22/12 no comecgo da aula.

A entrega deve ser feita por email para hugonobrega@ic.ufrj.br

As questoes podem ser resolvidas em dupla, mas as duplas nao
podem ser repetidas de listas anteriores.

Questao 1.

* a. Sejam F,G,H : C — D funtores, e segjam n : F - Ged : G - H
transformacgoes naturais. Defina uma transformagdo natural ¢ : FF — H que
intuitivamente seja uma “composta” de 7 com ¢ (no sentido “primeiro 7, depois
5’7).

A sua solugao deve ser feita de forma a permitir que vocé faga o item (b)
abaixo!

* b. Mostre que, para quaisquer categorias C e D fixas, a seguinte especificacao
forma uma categoria:

e objetos: os funtores de C para D

e setas: as transformacgoes naturais entre estes funtores
e dom: o funtor de onde “sai” a transformagao natural
e cod: o funtor onde “chega” a transformacao natural

e id(F): a transformagao natural n : F' — F dada por nx = idp(F (X))
para cada X € O¢

e ;: a sua operacao do item (a) acima
Esta categoria é denotada D€.
Questao 2. Sejam C e D categorias quaiquer. Como vimos na questao 1(b), os

funtores C — D formam uma categoria DC, portanto como vimos em sala temos
uma defini¢ao de isomorfismo de funtores.

fPublicada em 2/12, atualizada em 2/12 (questdes 5(a) e 5(d))



a. Mostre que uma transformagao natural é um isomorfismo em D¢ (de acordo
com a nogao usual) se, e somente se, cada uma de suas componentes é um
isomorfismo em D.

b. Mostre que se F' : C 2 D : G sdo funtores inversos um do outro (i.e.,
ide = F;G e G;F =idp), entdo temos F 4 G. Qual a unidade dessa adjuncao?

c. Dizemos que as categorias C e D sao equivalentes se existem funtores F' :
C2D:Gtaisqueide ~ F;GeG; F ~idp. (“Equivaléncia de categorias” é
uma espécie de “isomorfismo a menos de isomorfismo”.)

Prove, que nesta situagao, temos F' 4 G. Qual a unidade dessa adjuncao?

*Questao 3. Sejam F,G : C — (P, <) funtores, onde (P, <) é uma categoria
poset.

Prove que qualquer fungdo 1 : Oc — A(p <) que satisfaca VX € O¢ (n(X) :
F(X) < G(X)) é uma transformagao natural entre F ¢ G.

*Questao 4. Defina uma funcao de tipo [a] -> [a] em Haskell, diferente da
fungao identidade e da fungao “constante com saida lista vazia”, e prove que sua
funcdo é uma transformacao natural do funtor “lista” para ele mesmo.

Nao é permitido fazer um apelo a “teoremas de graga’

Lembrete: a notagao [a] -> [al quer dizer que a sua fungao deve funcionar
para listas de quaisquer tipos (mas, em qualquer chamada, o tipo da saida deve
ser sempre o mesmo da entrada).

Questao 5 (Construgoes livres). Prove que cada funtor “esquecedor” a seguir
possui um funtor adjunto a esquerda correspondente (ou seja, um funtor “livre”
na diregao contraria a do esquecedor).

Lembrete: em cada caso, a intuigdo é que o funtor construa o objeto “uni-
versal’, ou “mais livre possivel”, dentre aqueles que contenham a parte que nao
foi esquecida.

* a. Esquecedor: da categoria Grafos (“no sentido mais geral” com arestas
direcionadas, permitindo lagos e arestas paralelas) que leva cada grafo ao seu

conjunto de arestas (e leva cada seta a “sua componente nas arestas’, vista
apenas como fungao).

b. Esquecedor: da categoria Cat para a categoria Set, levando cada categoria
para o seu conjunto! de vértices.

c. Esquecedor: da categoria Cat para a categoria Set, levando cada categoria
para o seu conjun‘co2 de setas.

* d. Esquecedor: da categoria Cat para a categoria Grafos, que leva cada ca-
tegoria (0, A, dom, cod,id, ;) ao grafo® (0, A, dom,cod) (e leva cada seta a si
propria, “esquecendo” a preservagao de identidades e compostas mas nao esque-
cendo a preservagao de dominios e codominios!).

1 Aqui, formalmente, precisariamos usar ndo Cat mas a “categoria de todas as categorias
pequenas”’, mas vamos combinar de fingir que esse problema néo existe.

2 Aqui, formalmente, precisariamos usar ndo Cat mas a “categoria de todas as categorias
localmente pequenas”, mas vamos combinar de fingir que esse problema nao existe.

3 Aqui, formalmente, precisariamos usar nio Cat mas a “categoria de todas as categorias
pequenas”’, mas vamos combinar de fingir que esse problema nao existe.



Questao 6.

* a. Sejam F' : C 2 D : G funtores tais que F 4 G com unidade 7 : id¢ — F;G.
Dados quaisquer objetos X de C e Y de D, e qualquer seta f : X — G(Y)
em C, seja f : F(X) — Y a tnica seta em D que satisfaz f = nx ;G(f).
Prove que, para quaiquer objetos X de C e Y de D, a operagao A f . f é uma
bijecao entre as setas de tipo X — G(Y') em C e as setas de tipo F'(X) = Y em
D. Em outras palavras, dados X € O¢, Y € Op, prove:

e Injetividade: se f: X — G(Y) e g: X — G(Y) sao setas de C diferentes,
entao f e g sao diferentes também.

e Sobrejetividade: para qualquer g : F(X) — Y em D existe alguma f :
X = G(Y) em C tal que g = f.

* b. Agora suponha que C = (P,<p) e D = (Q,<g) sejam duas categorias
poset, e como anteriormente sejam F' : C = D : G. Prove que temos

F 4 G com alguma unidade 7 :id¢ — F'; G
sse
Vpe PVqeQ (p<pG(q) < F(p) <q ).

Dica: na “volta”, para definir uma componente 7, : p <p (F'; G)(p) da unidade,
instancie a hipotese com ¢ = F'(p) (como fizemos em salal). Vocé precisa fazer
algo para provar “naturalidade”?

Questao 7. Ao longo de toda essa questdo, seja Y um objeto fixo em uma
categoria C.

Definigao. Suponha que para cada A € O¢ tenhamos um produto A X Y em
C, com projegodes 7r64 en. Umpar (Z € O¢, € : ZxY — X) é chamado
exponencial de X eY em C se é “universal” no seguinte sentido:

para todo par (A€ O¢, f: AXY = X)
existe uma unica seta curry(f) : A — Z
tal que f = (curry(f) x idy);e.

Axy Lo x
( curry(f)xidyl / “comuta” )

Z XY

a. Defina uma categoria com a propriedade de que as exponenciais de X e Y
em C sejam exatamente os objetos terminais da categoria definida.

b. Prove que, se (Z,e) é uma exponencial de X e Y, entdo para qualquer
A € O¢ a “operagdo” curry é uma bijecdo entre as setas de tipo A x Y — X
e as setas de tipo A — Z em C. (Portanto a operagdo curry tem uma inversa,
usualmente chamada “uncurry”.)

* ¢ (“Exponenciais sdo Gnicas a menos de isomorfismo”). Prove que se (Z,¢)
e (Z',¢') ambos s@o exponenciais de X e Y, entdo Z ~ Z’. (Como usual,
isso “justifica” o abuso de uma notagdo XY para denotar (o objeto de um’) a
exponencial de X e V).



* d. Suponha que para qualquer X € O¢ tenhamos uma exponencial (XY, ex :
XY xY — X) em C.

Agora “funtorialize” essa construgao: dada qualquer seta f : X — W,  dé
uma definicdo de uma seta f¥ : XY — WY de forma que

em objetos : X — XV

em setas : f — f¥

seja um funtor de C para C.

e. Suponha que C tenha todos os “produtos com Y” e todas as exponenciais
“elevadas a Y”. Para cada X € O¢ fixemos um produto

(X XY, 18 : X xY 5 X, 78 : X xY =Y)
e uma exponencial
(XY, ex: XY xY = X).

Considere os funtores F = (—) x Y e G = (—)Y, ambos de C para C.

Prove que temos F' 4 G com counidade € : G;F — id¢ sendo a transformagao
natural que tem as setas ex como componentes. (Em particular, vocé deve
mostrar que isso é de fato uma transformacao natural!)

*Questao 8. Sejam A e B categorias. Usando a definicao de A8 dada na
questao 1(b) e a defini¢do de exponencial dada na questao 7, defina um funtor
£: A8 x B — A de forma que (A5, ¢) seja uma exponencial de A e B em Cat.

Questao 9. Seja 1 a unica categoria com 1 objeto e 1 seta.
a. Prove que 1 é objeto terminal de Cat.

b. Seja C uma categoria e | : C — 1 o tnico funtor de C para 1.
Prove que ! tem adjunto & direita sse C possui um objeto terminal e que !
tem adjunto a esquerda sse C possui um objeto inicial.



