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Justifique todas as suas respostas!

Vocé pode usar tudo que foi feito em sala, em provas anteriores ou em
listas de exercicios, devendo apenas ser claro quando fizer isso. Vocé
também pode usar uma questao da prova na solugao de outra, desde que
nao crie dependéncias circulares.

Questao 1. Considere a assinatura com igualdade e que tem apenas uma
relacao binaria R, e seja X o conjunto das seguintes sentengas nessa assina-
tura:

Y ={Vx =(zRx), VzVy (zRy <> yRx)}.

Assim, os modelos de ¥ (i.e., as estruturas dessa assinatura que satisfazem
todas as sentencas em X) sdo os chamados “grafos simples”, i.e., os grafos
tais que nenhum vértice estd ligado a si mesmo, e tais que as arestas nao
tém diregao (na verdade, cada aresta tem ambas as dire¢bes, o que vamos
considerar que “da no mesmo”).

Em cada item abaixo, adicione sentencas a 3 (mas nao altere a assina-
tura!) de forma que os modelos do novo conjunto de sentencas necessaria-
mente tenham as propriedades listadas. Se quiser, vocé pode adicionar uma
quantidade infinita de sentengas a 3. Sempre considere que “grafos” quer
dizer “grafos simples”.

a (1 ponto). Serem grafos completos.

b (1 ponto). Terem algum conjunto independente com pelo menos 3 vértices
(um conjunto independente em um grafo é um conjunto de vértices, tal que
nenhum vértice desse conjunto tem aresta para nenhum outro vértice do
conjunto).

c (1,5 ponto). Serem grafos bipartidos (um grafo é bipartido se seus vértices
podem ser separados em dois conjuntos, de forma que todas as arestas vao de
algum vértice em um dos conjuntos para algum vértice no outro conjunto).
Vocé pode usar (sem provar) o seguinte teorema: um grafo é bipartido se, e
somente se, nao tem nenhum ciclo de tamanho fmpar.

Questao 2 (3 pontos). Prove que ¢, 9 F 3, onde
p:=Vz [(F(z) NG(z)) » H(x)] — 3z [F(z)A(-G(x))]
Y =V [F(x) = G(z)] V Va [F(z) = H(x)]
B:=Vx[(F(z)\NH(zx)) - G(zx)] — 3Jz[(F(x)AG(z)) N—H(x)]
Nao use o Teorema da Completude da LPO.
Questao 3. Considere a assinatura que tem igualdade e
e fungoes binarias & e ©®
e uma relagao binaria <

e para cada ntmero real r, uma constante c,

Seja Er a estrutura para essa assinatura que tem como dominio o con-
junto R dos ntimeros reais, onde @, ® e < sao interpretadas respectivamente
como adi¢do, multiplicacao e “estritamente menor que”, e onde cada ¢, é
interpretada como o real r.

Finalmente, seja S o conjunto de todas as sentencas dessa assinatura que
sao verdadeiras na estrutura Eg. Por exemplo, as seguintes sentengas

Velo#z — Jy (r0y=c)
Ve VyVe' Yy [(codaz Az oy=ciAd' Oy =c1 Ax<az’) =y 1y
estdo em S, mas a seguinte sentenca néao estéa:
JzVy (y < z).
a (1,5 ponto). Seja X o seguinte conjunto de formulas
Y=SU{cw<z}U{z<ce |reRer >0}

Note que algumas das féormulas em X sdo sentengas, e outras tém a
variavel x livre.

Prove que néo existe interpretagao ¢ para g tal que Eg, i satisfaca todas
as formulas em Y simultaneamente.

b (2 pontos). Dizemos que um conjunto I' de formulas da LPO em alguma
assinatura é satisfazivel se existem uma estrutura £ da assinatura e uma
interpretacao i para essa estrutura tal que £, torna todas as formulas em I"
verdadeiras simultaneamente.

Assuma que o seguinte teorema é verdadeiro, sem precisar prova-lo:

Teorema (Teorema da Compacidade da LPO). Seja I' um conjunto de for-
mulas da LPO em alguma assinatura. Entdo I' € satisfazivel se, e somente
se, cada subconjunto finito de I' € satisfazivel.

Prove que X é satisfazivel.
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