Logica e Computabilidade 2023.2

Hugo Nobrega

Lista de Exercicios 2

As entregas podem ser feitas em duplas, mas lembre-se que
nao podera haver repeticdo de duplas em listas diferentes!
Entregue todas as questoes marcadas com * até
11 de outubro as 23:59

Questao 1. Considere a seguinte definigao.

Definicao 1. Dadas férmulas ¢, 9 e uma férmula atémica p, denotamos por
® {@ZJ] o resultado de substituir cada ocorréncia de p em ¢ por .

p
Por exemplo, para ¢ = ((—=(p — q)) A (—p)) e ¢ = (r — p), temos

. m — (~((r = p) = @) A (~(r = D))

a. Dé uma definigdo recursiva para esse conceito. Dica: Considere ¢ uma
formula qualquer (fixa) e faga a recursao em .

b. Prove que, se ¢ é uma férmula vélida, entao ¢ [w] também ¢é valida
para qualquer féormula v e qualquer formula atémica p.

Questao 2. Classifique cada uma das férmulas abaixo em vdlida, contradi¢ao
ou contingéncia. Justifique cada resposta.
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b. (tAT)V[((sAT) = p) = —q]

Questao 3. A seguinte defini¢ao serd usada em alguns dos itens abaixo.

Definicao 2. Um literal é um simbolo proposicional, ou a negacao de um
simbolo proposicional (i.e., uma férmula (—p) onde p é um simbolo proposi-
cional).

Em notagao Backus—Naur:

(literal) := (simbolo proposicional) | (=(simbolo proposicional))
a. Considere os seguintes conjuntos de férmulas, definidos por recursao:
Defini¢ao 3 (Forma normal conjuntiva (FNC) (ou CNF, do inglés)).

e Uma cldusula para FNC é um literal, ou a disjungdo entre um literal
e uma clausula para FNC.

e Uma formula em FNC é uma clausula para FNC, ou a conjungao entre
uma clausula para FNC e uma féormula em FNC.

Em notagao Backus—Naur:

(clausula para FNC) := (literal) | ((literal) V (clausula para FNC))
(formula em FNC) := (clausula para FNC)
| ((clausula para FNC) A (formula em FNC))



A forma normal conjuntiva também é conhecida como forma normal
clausal.

Prove que toda formula da LC é semanticamente equivalente a alguma
formula em FNC.

b. Faga (em pseudocodigo ou em sua linguagem favorita) um programa de
computador que converta uma féormula qualquer da LC para uma equivalente
em FNC.

c. Considere os seguintes conjuntos de férmulas, definidos por recursao:
Definicao 4 (Forma normal disjuntiva (FND) (ou DNF, do inglés)).

e Uma cldusula para FND é um literal, ou a conjungao entre um literal
e uma clausula para FND.

e Uma formula em FND é uma clausula para FND, ou a disjuncao entre
uma clausula para FND e uma férmula em FND.

Em notagao Backus—Naur:

(clausula para FND) := (literal) | ((literal) A (clausula para FND))
(formula em FND) := (clausula para FND)
| ((clausula para FND) V (férmula em FND))

Prove que toda féormula da LC é semanticamente equivalente a alguma
formula em FND.

d. Faca (em pseudocodigo ou em sua linguagem favorita) um programa de
computador que converta uma férmula qualquer da LC para uma equivalente
em FND.

* e. Para essa questdo, primeiramente vamos. . .

e expandir o alfabeto da légica proposicional LC, adicionando um novo
simbolo: L (usualmente chamado “falso” ou “bottom”)

e expandir a definicdo das férmulas, permitindo um caso base adicional:
“1 é uma formula”

e expandir a definicdo de seméantica das férmulas, com um caso base
adicional: “o valor-verdade de | é sempre F.”

Agora considere a seguinte defini¢ao:
Definicao 5 (Forma normal implicativa (FNI) (ou INF, do inglés)).

e Uma formula em FNI é um simbolo proposicional, ou uma férmula do
tipo (¢ — L), onde ¢ é uma formula em FNI, ou uma férmula do tipo
(¢ — 1), onde ¢,y sao formulas em FNI.



Em notacgao Backus—Naur:

(formula em FNI) := (simbolo proposicional)
| ((formula em FNI) — 1)
| ((formula em FNI) — (formula em FNI))

Prove que toda formula da LC é semanticamente equivalente a alguma
formula em FNI.

f. Faga (em pseudocodigo ou em sua linguagem favorita) um programa de
computador que converta uma férmula qualquer da LC para uma equivalente
em FNIL.

Questao 4. Mostre que os seguintes conjuntos de conectivos sao completos:

a. {-,A}

b. {_'7 \/}

C. {—|, —)}

d. {—, <}

e. {—, L}, com L conforme descrito na Questao 3(e) acima (note que L
pode ser visto como um conectivo ‘“nulério” ou “0-ario”, i.e., um conectivo
que se aplica a zero outras formulas).

f. {NAND}, sendo NAND o conectivo binério “ndo ambos”, i.e., com a se-
méantica dada pela tabela abaixo:

¢ | ¥ | (9 NAND %))
V|V F
VI|F \Y%
F|V \Y%
F|F \%

Por motivos histoéricos, o conectivo NAND também é conhecido como “Sheffer
stroke”.

* g. {NOR}, sendo NOR o conectivo binario “nenhum dos dois”, i.e., com a
seméantica dada pela tabela abaixo:

¢ | ¥ | (9 NOR7)
VIV F
VI|F F
F|V F
F|F \Y%




h. {—,XOR}, onde XOR é o conectivo binério “ou exclusivo”, cuja semantica
é dada pela tabela abaixo.

¢ | ¥ | (pXORY)
VIV F
VI|F \Y%
F|V \Y%
F|F F

*i. {1, T,IF-THEN-ELSE}, onde L é o “conectivo 0-ario” sempre falso (“bot-
tom”), T é o “conectivo 0-ario” sempre verdadeiro (“top”), e IF-THEN-ELSE é
o conectivo “condicional ternario”, presente em algumas linguagens de pro-
gramagao, cuja seméantica é dada pela tabela abaixo.

(IF ¢ THEN v ELSE f3)

TS << <
< < m < <)
mamE<HE<E <D
BIRSEO ISR RIS

Em outras palavras: se ¢ é verdadeiro, copie ; sendo, copie 5.

Questao 5. Seja X o conjunto das férmulas construidas apenas usando os
conectivos A, V,—, <> (além dos simbolos proposicional usuais).

a. Escreva a defini¢do recursiva de X.

b. Prove o seguinte teorema:

Teorema. Seja ¢ € X e sejam po, p1, - - -, Pn @S subformulas atomicas de .
Entao em qualquer contexto no qual py, p1,...,pn SGo todos verdadeiros,
temos que @ também € verdadeiro.
Em outra palavras, temos

(Po NP1 A (Pro1ADn))) E o

c. Prove que o conjunto C' = {A,V, —, «+} de conectivos nao é completo.

Questao 6. Considere a seguinte sequéncia infinita de féormulas definidas
por recursao (aqui o pardmetro n é sempre natural):

(p—q), sen=>0
Pn =
(pn—1 —p), sen>0.

Para quais valores de n € N temos que ¢,, € uma tautologia (i.e., uma féormula
valida)? Justifique sua resposta.



Questao 7. Nesta questao vocé nao pode usar os teoremas de corretude e
completude vistos em sala.
Sejam Y, A conjuntos de formulas da LC e sejam ¢, ¥ formulas da LC.
Prove cada um dos itens abaixo.

a. Se p € X, entao X F .

b. Se ¢ : ¥ e ¢ : * ambos estdao em ¥ para algum @, entdao X - ¢ para
qualquer 1.

c. Se X F ¢, entao também X U A F .

d. YU {¢} F 1 se, e somente se, X - ¢ — 1.

Questao 8. Prove os itens abaixo usando arvores de avaliagao.
*a. {pVg,p—or,q—rtkr

b. {p (g )} FpAlgAr)]VI(=p) A(=g) A (=)

Questao 9. Como vimos, além de {—, A,V,—, <>} ha outros conjuntos de
conectivos completos para a LC. Em cada item abaixo, dé regras de mani-
pulagao de arvores de avaliacdo que correspondam aos conectivos listados e
que sejam corretas, i.e., que preservem satisfabilidade das arvores.

a. {NAND}

b. {NOR}

c. {—,XOR}

*d. {L, T,IF-THEN-ELSE}

Questao 10. Nesta questdao vamos provar a completude do nosso sistema
de provas para a LC, i.e., vamos provar que para qualquer conjunto X de
férmulas da LC e qualquer formula ¢ da LC temos

YEp = Yl
Na verdade, provaremos a contrapositiva dessa implicagao.

Definigao. Seja A uma arvore de avaliagao e seja r um ramo de A. Dizemos
que r é saturado se, para qualquer julgamento composto ¢ : x que ocorra
como réotulo de um né de r, temos algum dos casos abaixo:

Caso —. Se ¢ = (=), entdo em 7 ha algum né com rétulo 9 : *.
Caso A: V. Sep= (Y ApB)ex=V,entdo em r ha noés com rétulos ¢ : Ve g:V.

Caso A: F. Se p = (¢ A B) e x = F, entdao em r ha algum né com rotulo ¢ : F' ou
algum no6 com rotulo 5 : F.



Caso V:V. Se p= (v V) ex=1V, entdao em r ha algum né com rétulo ¢ : V ou
algum né com rétulo 5 : V.

Caso V: F. Se o= (¢Vp)ex=F, entdo em r ha nos com rétulos ¢ : F e §: F.

Caso —»: V. Se p = (¢ — ) e x =V, entdo em r ha algum n6é com rotulo ¢ : F
ou algum né com rétulo 5 : V.

Caso —: F. Se ¢ = (¢ — ) e x = F, entdo em r ha nos com rotulos ¢ : Ve g : F.

Caso +»: V. Se p = (¢ +> ) e x =V, entdo em r ha nos com rotulos ¢ : Ve 5:V,
ou nos com roétulos ¥ : Fe fB: F.

Caso <»: F. Se ¢ = (¢ <> 5) e x = F, entdo em r ha nos com rotulos ¢ : Ve : F,
ou n6s com rétulos Y : FeB:V.

* a. Seja r um ramo aberto e saturado de uma arvore de avaliagdo A. Seja
¢ 0 contexto definido por:

V, sep:V éorotulo de algum no de r
cr(p) =

F, sep:F éorétulo de algum no de r.

Mostre que este contexto satisfaz r (i.e., satisfaz todos os julgamentos
que aparecem como rotulos dos nos em r). (Dica: em “quem” vocé pode
fazer inducao?)

b. Por que precisamos exigir que o ramo 7 seja aberto e saturado, no item
anterior?

* ¢. Prove o teorema da completude: se ¥ ¥ ¢ (i.e., nenhuma arvore de
avaliagdo para I' = {0 : V ; 0 € L} U {p : F'} ¢ fechada), entdo X ¥ ¢
(i.e., algum contexto torna todas as férmulas em ¥ verdadeiras mas ¢ falsa).
Para simplificar, vocé pode assumir que X é finito.

*Questao 11. Seja ¢ uma formula do conjunto X da Questao 5 i.e., uma
férmula construida usando apenas simbolos proposicionais e os conectivos
A, V,—, <>». Prove que para todo k € N, se ¢ tem k ocorréncias de simbolos
proposicionais (contando todas as repetigdes), entdo o comprimento de ¢
(considerando ¢ como uma palavra em um alfabeto, i.e., contando todas as
ocorréncias de todos os simbolos em ¢, incluindo parénteses, etc) é 4k — 3.



