Matematica Discreta 2024.1

Hugo Nobrega

Lista de Exercicios 1

Entregue todas as questoes marcadas com * até
29 de abril as 20:00
Em todas as questoes, vocé sempre pode usar tudo que foi feito em sala ou
que apareceu em listas de exercicios anteriores (mesmo questoes que vocé
nao tenha resolvido), mas deve citar claramente o que esta usando.

Questao 1 (Reescrevendo expressoes). Em matematica, o uso de reticéncias
“...” em expressOes é bastante comum; por exemplo, a funcdo f : N — N
dada por

f(n) = asoma dos n primeiros niimeros naturais
é comumente escrita da forma
f(n)=0+1+2+3+ -+ (n—1). (%)

Entretanto, o uso de reticéncias pode causar problemas de incerteza e ambi-
guidade, pois assume que o leitor sera capaz de deduzir o contetido ocultado
pelas reticéncias, o que pode nao ser imediato. De fato, é bem questionavel
deduzir o valor “correto” de f(0) a partir da expressao (x). (O valor que
funciona melhor, e que se usa por convengao, ¢ f(0) = 0.)

Em geral, o uso de reticéncias esconde uma defini¢do recursiva; oficial-
mente a funcdo f acima é definida por

0, sen =20
f(n):{f(n—1)+(n—1), sen > 0.

Em cada item abaixo, reescreva a expressao que define g : N — N de
forma recursiva, sem o uso de reticéncias (nem de somatdrios, produtérios
ou afins).

a. g(n) = “a soma dos quadrados dos n primeiros naturais”
b. g(n) = “a soma dos n primeiros naturais impares”
c. g(n)=

(n)

“a soma dos cubos dos n primeiros naturais”



1 1

1
(n+1)(n+2)

e. g(n) = “o produto dos n primeiros naturais pares”

f. g(n) = “o produto dos n primeiros primos”. Vocé pode usar a expressao
“0 n-ésimo primo” na sua solugao.

g. g(n) = “o produto de todos os primos até n (incluindo n, se for o caso)”.

Vocé pode usar expressoes do tipo “z é primo” na defini¢ao recursiva de g.
(Por exemplo, temos ¢(3) = 6 = g(4).

n

h. g(n) = H h(i), onde h : N — N é uma fungao qualquer dada (assim, “h”
i=0

pode e deve aparecer na sua solugao).

Questao 2. Prove por indugao que

* a. Para todo n > 1, a soma dos quadrados dos n primeiros naturais é
(n—1)n(2n—1)
—

. . ., (n=1)2n2
b. Para todo n > 1, a soma dos cubos dos n primeiros naturais é %.
c. n? < 2", para todo natural n > 5.

d. n? < n!, para todo natural n > 4.

e. n® —n & divisivel por 3, para todo natural n.

Dica/Lembrete: (a+ b)® = a® + 3a?b + 3ab® + b>.

* f. mdc(F(n), F(n+ 1)) = 1, para todo natural n, onde F ¢ a funcao de
Fibonacci.

g. 3"t — 2 & fmpar, para todo natural n.

Questao 3. Encontre uma féormula fechada (i.e., uma férmula nao-recursiva
e que nao use reticéncias, somatorios ou produtorios) para a seguinte expres-
sao (em fungao de n) e depois prove (por indugao) que a formula encontrada
esté correta para todo natural n:

1

1
1-2 (n+1)(n+2)

1
12 2377
Questao 4. Seja g : N — N uma fungao definida recursivamente:

11, sen=0

3, sen=1
g(”T—1_1)+g(n—1)+1, se n > 2 é impar
2-9(%—1)+3'9(n—2)7 sen > 2 é par

g(n) =



a. Justifique por que essa defini¢ao recursiva “funciona’”; i.e, esta bem feita.
b. Prove por indugao que g(n) é impar para todos os naturais n.

Questao 5 (“Estendendo Fibonacci”). Considere a seguinte “proposta” de
defini¢ao recursiva de uma funcdo G : Z — Z, a funcao de Gibonacci:

0, sex =0

1 =1
Glr) =4 b se

Glz—-2)+G(x—1), sex>2

Tz —2
Glz+2)—G(x+1), sex<0
a. Encontre os valores de G(x) para todos inteiros z com —6 < x < 6.

* b. Justifique por que a defini¢ao recursiva de G “funciona”, i.e., estd bem
feita. Em outras palavras, dé uma “ordenacao dos casos” que justifique a
definicao.

* c. Prove que para qualquer x € Z temos G(z) = G(x —2) + G(z — 1) e
Gz) =Gz +2) -Gz +1).

* d. Prove que para qualquer x € Z, se 3 | G(z) entao 3 | G(z +4) e
3| G(x—4).

* e. Prove que para qualquer = € Z, se 4 | z entao 3 | G(x).

f. Prove que para qualquer x € Z temos:

Glz) = {G(—x), se T é impar

—G(—x), sex épar

*Questao 6. Sao dadas 3" moedas de um real, uma das quais foi adulterada
e pesa menos do que devia. Vocé tem uma balanca de dois pratos mas nao
tem pesos; a Unica forma de pesagem permitida consiste em por algumas
moedas em cada prato e verificar se a balanca estd equilibrada. Mostre,
por inducdo, que n pesagens deste tipo sdo suficientes para achar a moeda
adulterada, sendo n um natural qualquer.

Questao 7. Vamos denotar o n-ésimo primo por p,,, comegando a contagem
emn = 0. Assim pg = 2, p1 = 3, po = 5, etc. O objetivo ao final desta
questao é achar um limite superior para o n-ésimo primo em fungao de n.

a. Mostre que pp+1 < (po-p1-p2---pn) + 1. (Dica: (po-p1-p2---pn)+16€
um namero natural maior ou igual a 2, logo tem algum fator primo)

n
b. Mostre por indugao que para todo n € N temos Z 2t = ontl 1.
i=0
(Isso apenas diz que o nimero que escrito em binario é 1---1, com n+ 1
algarismos 1, vem imediatamente antes do niimero que escrito em binario é
10---0, com n + 1 algarismos 0.)



c. Use indugao e os itens anteriores para mostrar que o n-ésimo nimero
. . . n
primo satisfaz a desigualdade p, < 2(2").

Questao 8 (Jogo — cobrindo tabuleiros). Seja n € N e considere um tabu-
leiro quadrado subdividido em 22" = 4" quadrados. Em outras palavras, o
tabuleiro inteiro é um “quadradao” com lado 2™ “quadradinhos”. Considere
0 seguinte jogo: primeiramente um quadrado ¢ do tabuleiro é escolhido por
seu pior inimigo. Em seguida, usando apenas pecas que cobrem 3 quadradi-
nhos em formato “L”, o seu objetivo como jogador é cobrir o tabuleiro todo
exceto pelo quadrado @), que deve permanecer descoberto. As pecgas nao
podem se sobrepor.

(Veja um possivel estagio intermediario do “jogo” para o caso n = 4 na
Figura 1 abaixo — nao ha nenhuma garantia sobre esse estagio intermediario
ser bom ou ruim para se obter uma solugao final!)

Prove, por inducgao, que esse jogo pode ser vencido para qual-
quer n € N e qualquer escolha do quadrado Q.

Dica: Para que o método de inducao seja ttil, vocé deve conseguir ex-
pressar a solucao para o tabuleiro de tamanho 4" em funcdo de solugoes
para tabuleiros mais simples em algum sentido. Lembre-se que os ntmeros
da forma 4™ com n > 0 sempre podem ser divididos por 4.

Figura 1: Um tabuleiro com n = 4, quadrado @ exibido em preto, e duas
pecas em “L” dispostas sobre o tabuleiro. As linhas tracejadas sdo apenas
para facilitar a visualizagao.

Questao 9. No jogo de xadrez, o cavalo se move em “L”, i.e., andando 2 casas
na horizontal /vertical e 1 casa na vertical /horizontal (respectivamente).

* a. Prove que, para qualquer n > 4, um cavalo comecando na casa do canto



inferior esquerdo de um tabuleiro n X n consegue chegar a qualquer outra
casa do tabuleiro em uma quantidade finita de movimentos.

b. Prove que o mesmo vale mesmo sem assumirmos que o cavalo comeg¢a no
canto inferior esquerdo do tabuleiro, i.e., prove que para todo n > 4 o cavalo
consegue chegar de qualquer casa a qualquer casa de um tabuleiro n x n em
uma quantidade finita de movimentos.

Questao 10.

Definicao 1. 1. Dizemos que um poligono é convero se nenhum seg-
mento de reta ligando lados distintos do poligono encontra algum outro
lado (i.e., se todo segmento de reta entre lados distintos do poligono
fica completamente no interior do poligono).

2. Uma diagonal de um poligono convexo é um segmento de reta que liga
dois vértices nao-consecutivos do poligono (i.e., ¢ um segmento de reta
que liga dois vértices do poligono, desde que esse segmento nao seja
um dos lados do poligono).

3. Uma triangulagdo de um poligono convexo é um conjunto de tridngulos
com as propriedades:

(a) Os vértices dos triangulos sdo vértices do poligono original,

(b) As arestas dos tridngulos nao se cruzam, i.e., s6 podem se encon-
trar em vértices dos tridngulos ou coincidirem exatamente;

(c) Os triangulos cobrem exatamente o poligono todo (sem sobra nem
falta).

Em outras palavras, uma triangulacao de um poligono é obtida pela
adi¢ao ao poligono de diagonais que nao se cruzem, de forma que na
nova figura todas as regides formadas sejam tridngulos.

a. Prove por indugao que todo poligono convexo com n > 3 vértices possui

n(n — 3)
2

exatamente diagonais.
b. Prove por inducao que toda triangulagao de poligono convexo com n > 3
vértices possui exatamente n — 2 tridngulos.

c. Prove por indugao que, para todo poligono convexo P com n > 4 vértices
e toda diagonal d de P, ha uma triangulagdo de P na qual d é a aresta de
algum dos tridngulos.



Questao 11.

Definicao 2. Vamos dizer que um ntmero natural n é compacto se, ao or-
ganizarmos n moedas de mesmo tamanho formando um “padrao hexagonal”,
como na figura abaixo, o padrao pode ser completado formando um hexagono

externo. !

Assim, 1, 7 e 19 sdo compactos (pela figura acima), mas 9 nao é. O
nome “compacto” vem do fato desta ser a forma mais eficiente de se cobrir o
plano com circulos de mesmo tamanho, fato provado por Lagrange no século
XVIII. Esse é um caso particular do problema de empacotamento de esferas.

a. Dé uma defini¢ao recursiva para o conjunto dos ntimeros compactos.

b. 129 é um ntmero compacto?

Vamos forcar um pouco a barra e dizer que uma tinica moeda também forma um
hexégono.



