Logica e Computabilidade 2024.1

Hugo Nobrega

Lista de Exercicios Extra

As entregas podem ser feitas em duplas, mas lembre-se que
nao podera haver repeticdo de duplas em listas diferentes!
Entregue todas as questoes marcadas com * até o fim do periodo:
20 de julho as 23:59

Questao 1. Diga se cada uma das linguagens abaixo é decidivel (i.e., reco-
nhecida por alguma méquina de Turing que sempre para) ou nao, e prove
sua resposta.

* a. PAassos:={ce{0,1}* | ¢ codifica alguma maquina M, alguma entrada
x para M e algum n € N, tais que M para em no maximo n passos quando
executada com entrada x}

* b. FINITO := {c € {0,1}* | ¢ codifica méquina M tal que M aceita apenas
uma quantidade finita de possiveis entradas}

c. EQUIVALENTES := {c€{0,1}* | ¢ codifica maquinas M e N que aceitam
exatamente as mesmas entradas}

Questao 2. Seja f: ({0,1}*)" - {0,1}* uma fungao n-aria parcial (i.e.,
uma fungao cujas saidas sdo sempre elementos de {0,1}* e cujos argumentos
de entrada sao n elementos de {0,1}*, para algum n > 0, mas nao necessari-
amente todas as n-uplas desse tipo sdo entradas aceitas). Dizemos que uma
maquina M computa f se:

e M tem como alfabeto de entrada {0,1,#};

e M tem pelo menos 2 fitas: uma fita de entrada e uma fita de saida,
mais alguma quantidade finita (talvez zero) de fitas de rascunho;

e 1o inicio de qualquer execuc¢ao de M, todas as fitas exceto a de entrada
estao vazias;

e quando (cg,...,cp-1) € ({0,1}*)™ é uma entrada possivel para f, en-
tao M chega a um estado terminal quando executada com co#tci#---#c,-1
inicialmente na fita de entrada;

e quando (cg,...,cp-1) € ({0,1}*)™ & uma entrada possivel para f, e M
é executada com co#tci#---#c,_1 inicialmente na fita de entrada, entdo quando
M chega ao seu estado terminal, o contetido da fita de saida é exatamente

f(Co,.. . ;Cn—l)-



Note: quando (cg,...,cn-1) € ({0,1}*)"™ nao é uma entrada possivel para f

e M é executada com (cg,...,c,-1) inicialmente na fita de entrada, nada

afirmamos sobre o comportamento de M (n@o importa o que acontece nesse

caso)! Além disso, a maquina pode usar no seu alfabeto de fita quaisquer

outros simbolos além de 0, 1,#, B (“blank”, simbolo representando o vazio).
Prove que as fungoes a seguir sdo computaveis:

* a. “Soma em base unaria™: f(1%,1Y) = 1**Y. Aqui, f s6 tem como entradas
pares de palavras sem ocorréncias de 0.

b. “Dobro em base unaria™ f(1%) = 1?*. Aqui, f s6 tem como entradas
palavras sem ocorréncias de 0.

c. “Sucessor em base binaria”: f(c) é o binario que representa o sucessor do
numero natural cuja representacdo binéria é c¢. Aqui, f tem como entrada
qualquer ¢ nao-vazia.

d. “Dobro em base binaria™ f(c¢) é o binario que representa o dobro do
nimero natural cuja representacao binaria é c. Aqui, f tem como entrada
qualquer ¢ nao-vazia.
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* e. “Fatorial em base unaria” f(1™) = 1™, sendo n! o fatorial de n. Aqui,
f s6 tem como entradas palavras sem ocorréncias de 0.

*Questao 3. Dé exemplo de fungao parcial f: ({0,1}*)" - {0,1}* que ndo
seja computavel, para algum n € N (e prove que ela nao é computével).

Questio 4 (Busy Beaver, o “castor ocupado”). E fato (e vocé nao precisa
provar!) que para cada n € N, existe uma quantidade finita de maquinas de
Turing M satisfazendo:

e M tem exatamente n estados além do seu estado terminal;

e M tem apenas 1 fita;

e M tem alfabeto de entrada @& (vazio) e de fita {1, B};

e quando executada com sua fita vazia (i.e., com B em todas as células),
M sempre chega ao estado terminal apés um niimero finito de passos.

Assim, para cada n € N, hd uma maquina com essas propriedades que
deixa uma quantidade mdzima de 1s escrita na fita ao parar (ndo necessari-
amente todos juntos); chamamos de nimero de Busy Beaver de n, denotado
BB(n), essa quantidade (algumas fontes usam a notagao ¥(n) para o que
estamos denotando por BB(n)). Até hoje s6 se conhecem os valores exatos
de BB(n) para n < 4. Por exemplo, BB(3) =6, BB(4) = 13, BB(5) > 4098, e

BB(6) certamente nao caberia nessa pagina: ele é maior do que o niumero
10 11 15 := 10 elevado a (10 elevado a (10 elevado a (... elevado a 10)))
com 15 nameros 10 aparecendo na expressao!

a. Encontre (e prove que estao corretos) os valores de BB(0) e BB(1).

* b. Prove que BB(2) > 4.



